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摘 要

本文将分数维几何学方法试 用于四 川省万县附近土地资源图的单位图斑 的周长
、

面 积测量值及分数维 D的计算
。

一
、

分数维几何学及其地学应用

按照经典的几何学
,

点是零维的
,

线是一维的
,

面是二维的
,

体是三维的
。

但是
,

后来

的一些数学家在研究曲线的过程中
,

开始注意到一些特殊的曲线
。

1 8 9 0年
,

意大利 数 学 家

G
.

皮亚诺 ( G
.

P e a
on )提出了一种类似于中国古建筑中窗权图案的曲线〔 1〕 。

后来又陆续提出了

K oc h 雪花曲线
、

C 曲线和类似于环形的曲线
。

这是一些复杂扭曲的被称为
“

妖魔
”

或
“

病态
”

的

曲线
。

直 到十几年前
,

法国数学家 B
.

B
.

芒代尔布罗 ( B
.

B
.

M a
dn

e lb or t
, 1 9 7 7) 才在总结前人工

作的基础上
,

将类似的许多曲线统称为分数维曲线 ( F r a o t al o
ur ve s )

,

从而创立了一门新的数

学学科一
一

分数维几何学 ( F r a e t a l g e o m e t r y )〔 2〕 O

分数维几何学认为
,

除了零维
、

一维
、

二维
、

三维等整数维几何形体之外
,

还存在着它

们彼此之间的过渡态几何形体
,

即具有分数维的几何形体
。

比如 1
.

2维的曲线和 3
.

5维的曲面

等
。

分数维曲线的构成都是 由一个所谓源多边 形的边按照一定的所谓生成线逐级变形而生成

的
。

并且可以无限次地变形
,

因而曲线可 以无限次地延长
。

但它的极限总是充满一个有限的空

间
。

这个空间的大小
、

形状和这条曲线的性质就取决于它的源多边形和生成线
。

例如
,

K oc h

雪花曲线的源多边形是正三角形
,

其生成线是长度等于该正三角形边长的 1/ 3 的 4 个线段连

成的一条尖帽形折线
; C 曲线的源多边形是一条直线

,

其生成线是夹角为直角
、

两直 角边远端

点之间的距离等于源多边形直线的一条折线
。

曲线的分数维数 D 就定义为
,

该曲线生成线的等长直线段的数 目 N 的对数
,

与该曲线生

成线两端的距离与这些直线段长度之比 1 r/ 的对数之比
。

即
:

D = l g N / 19 ( 1 /
r ) ( 1 )

用此公式可算出 K oc h 雪花曲线的分数维数 D = 1
.

26 2 ,
C 曲线的分数维数 D = 2

.

0 0 0 ,

等等
。

分数维曲线的分数维数 D 满足条件
: 1 < D ( 2

。

类似地
,

还有分数维曲面
: 2 < D 《 3

,

及分数维三维立体
: 3 < D ( 4

。

* 杨涛协助测量图斑和计算
。

特此致谢
。
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分数维 儿何学能对 ! l何形休进行全而而精确的描述
。

它能描迷线
、 !

币
、

体的奴杂性
、

扭

折性和弯曲性
。

它既能描述最简单 的直线
,

也能描述复杂的
、

扭 曲盘旋的
、

贝如
·

:雀杂乱无草

的布朗运动的轨迹构成 的多边形
,

以至更复杂 的儿何形体
。

分数维 J L何学问世以来
, _

起即在各门学科
,

包括在地学和土壤学中
,

获得 丁)训 }1
。

5
.

洛弗热瓦 ( 5
.

L vo e joy
,

1 9 8 2) 提出了川分数维描述云
、

雨区儿何形状和特征 }、勺
一

方法 〔: 〕̀ 。

他分别在卫从遥感图象和宙达遥感图像上确定了云
、

雨区的界线
,

并把 宝些 户变万化的边界

线看成是分数维曲线
。

但他无法确定这些曲线是 由何种源多边形和何种生成线发展而来
、

!翻

此他吸取了 B
.

B
.

芒代尔布罗提出的以面积对周长的关系来研究平而图形结构 的建议〔 2〕 。

他

测定了各云区和雨区的周长 (分数维曲线长 ) P 及云区和雨区的面积 (分数维曲线包困的而积 )

A
。

然后将周长 P 近似地表示为面积 A 的平方根的 D 次方
。

即
:

1 ,
~

·

了 A
”

( 2 )

式中的 D 被他解释为周 长线 (边界线 )的分数维数
。

他还根据云区和雨区的周长 P 和面积 A 的数据对
,

作出了 地A 对 地P 的回归直线
,

估 计
一

」
’

该丫〔线的斜率和云
、

雨区总的平均维数 D
。

棍据 D 值的
一

计算结果
,

洛弗热瓦讨论了若干与云区和由 区的空间结构和形成机川
` !飞勺有关

问题
。

仪
.

W
.

阿诺德 ( R i 。 h ar d W
.

A r
on ld

, 1 9 9 0 )根据分数维几何学的原理
,

提 出
一

l’ 川分数维

测量 图斑复杂性的方法。 〕 。

他使用的估计分数维数 D 的公式是

P 二 A
0 . 0 1 ,

( 3 )

或维数 D = lZ g P 1/ g A ( 4 )

式中 P 为一个图斑的周长
,

即图斑边界线的长 ; A 为该图斑的面积
; D 为图斑边界线或周长

的分数维数
。

!iI] 为在而积相等的情况下
,

图斑的形状越复杂
,

其周长越长
,

因而用上式算得的 D 值越大
。

所以
,

D 是图斑形状复杂性的一种量度
* 。

双
.

W
.

阿诺德计算了美国纽约州中部托木金斯县境 内的两种土壤组合的一些土壤 图斑的

分数维 D
,

分析 了它们的变异
。

他按不同的土壤组来计算分数维数
。

以估计各种面积频数分

布不同对分数维教的影响
。

他又按图斑大小分组来计算分数维数
,

以估计日斑大小对分数维

数的影响
。

他 认为较大的区域能遇到较多的成土因素和成土过程的变化
,

故图斑越大
,

界线越复杂
,

分数维数越大
。

他还认为
,

随着地理信息系统 的出现和按线段将土壤 图数字化的方法的使川
,

图斑周长和面积数字将作为副产品而易于获得
,

这将推动分数维计算和研究的发展
。

N
.

彭道克等 ( N c i l )I c n d oc k c t al
. , 1 9 8 3) 使用 G

.

皮亚诺的方法
,

对
`

南非皮拉内斯华的

陆地卫星 M S S 图象进行了增强处理
,

获得了明显的效果 〔 1〕。

A
.

彭特兰德 ( A IC x .

P C n t la n d
, 1 9 8 4) 使用分数维理论进行卫星图象的纹理分析

* 冰 ,

何刚

( 19 88 )提出川分数维曲而的方法提取卫星遥感图象的纹理信息
* ,

均获得 了较好的结果
。

因为在自然界任何一个产生永久形变的局部作用过程
,

经过多次重复以后
,

都会产
`
!三一

水 R 八V
.

阿 诺德 也介 绍了 P
.

A
.

皮奇 ( P
.

A
.

P j?c( h
, 19 8。 ) 用周 长 P 和面积 A 估计 图斑形 状复杂性指 数 C l 的公式

即
:

C l 一 1
, 2 /往二 A ( 5 )

州 何刚
:

F以 f滋 模吧及共在 图负纹理辨识和图象分类中的应用
。

硕 士 论文
,

洲 年 已月
。
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个分数维表面
,

总分数维在自然界处处可见
。

如土壤侵蚀
、

大气湍流
、

星体聚合等
,

都是这

样的过程
* 。

可以说
,

这方面的研究方兴未艾
,

是个值得注意的领域
。

二
、

用分数维方法研究四川万县附近土地资源图的尝试

我们选四川万县附近 的一块 1 :5 万土地资源图为试验区
,

来计算和分析图斑的分数维
。

其

面积约 1 3 0 0平方厘米
,

相 当于实地面积约 33 0平方公里
。

对试验区中的所有图斑
,

先测出它们的周长 P 和面积 A
。

然后用公式 ( 4) 来计算它们各

自的分数维数
。

周长的量度和面积的量度使用相同的单位
。

而且据我们的经验
,

选用单位时还须考虑使

面积的对数不出现零和负数和使 D 不小于 1
。

我们认为
,

一般应取毫米为测量单位
。

它实 际

上可以通用于各种比例尺的图
。

实验区各土地资源单位 85 块图斑的周长
、

面 积测量值及分数维数 D 妙部分计算结果见表

由表 1 的资料
,

我们可 以提出下面几个问题作初步的讨论
。

( 一 ) 分数维数的几何学特性问题

1
.

在图斑面积相等的情况下
,

分数维数相等或相近的图斑
,

其图斑形状相似或相近
;
分

数维数不等的图斑
,

分数维数越大
,

其图斑边界线扭折程度越大
,

形状越复杂
。

例如
,

第 11

号和第24 号图斑
,

其面积相等 ( 1 10 )
,

分数维数 D 也几乎相等 ( 1
.

6 64 和 1
.

6 65 )
。

在土地资源图

上可 以看到两图斑形状十分相似一致
。

又如第41 号和 43 号图斑
,

面积也相等 ( 96 0 )
,

但 D
4 1 =

1
.

52 1 ,

D
4 。 = 1

.

71 0
。

在土地资源图上可以看到 41 号图斑较圆
,

周长扭折变化较小 ; 43 号图

斑狭长
,

周长扭折变化较大
。

其它如第 10 号和 33 号
,

28 号和 62 号等图斑均是如此
。

2
.

在图斑形状复杂程度比较接近的情况下
,

图斑边界线的分数维数随着图斑面积的增大

而减小
。

例如
,

土地资源图上形状较简单但面积差别较大的图斑
,

如第17
、

1 1
、

28
、

30
、

36

和 4 4号等
,

它们的面积分别是 6 0
、

1 2 0
、

2 3 0
、

4 2 0
、

1 4 3 0和 3 5 0 0
,

即面积依次增大
,

于是它们

边界线的分数维数 D 就依次减小
,

分别是 1
.

6 9 3 , 2
.

6 6 4
、

1
.

6 2 7
、

1
.

5 7 1
、

1
.

5 0 4和 1
.

4 7 0
。

这和

由分数维能反映曲线弯曲程度这个特性决定的
。

彼此成相似形的图斑
,

面积小的边界线弯曲

程度大
,

其分数维数大
; 面积大的边界线弯曲程度小

,

其分数维数小
。

这是完全合乎逻辑的
。

由以上两种情况看
,

分数维数 D 既能反映图斑边界线弯曲的程度
,

又能反映其边界线扭

折变化的程度
,

即图斑形状变化的程度
。

3
.

我们可以设想从分数维数 D 中分离 出两种成分
,

即 ( 1 )说明单纯面积变化及由它的变

化引起的边界线弯曲度变化的成分 D
, ; ( 2) 说明等面积条件下单纯形状变化或边界线扭折性

变化的成分 D
: 。

为此
,

我们先考虑较单纯的几何图形— 圆的周长的分数维 D 随着面积 A 增

大的规律
。

由公式 ( 3) 可以导出

D = 19 ( 4二 ) / l g A + 1 ( 6 )

或 D 二 1
.

0 9 9 2 1/ lg A + 1 ( 7 )

由
_

七面三式可以看出
,

当圆的面积为 4二 时 ; D = 2 ; 以后圆的面积越大
,

D 值越小
;最后 D 值

趋近于 1
。

我们用公式 ( 7) 计算出所有图斑的面积 A 对应的圆的 D 值
,

命名为 D
, ,

并列于表 1
。

朱重光
: 九 十年代遥感图象处理方法的发展

。 “

九十年代遥感发展的趋势与前沿
”

学术讨论会 论文
, 9 1年 4 月

。
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表 1 万县市附近土地资源图部分图斑测量与分数维数 D计算结果

分数 维数 图斑复杂

地被 和土 地

利 J lj类 型

地 被
_

龙

型 代 码

图斑周

长 P

(m n l )

图斑面 积人
形状复杂和

边 界 扭折引
!
’

{乙 指 数

( In m Z )
D

单纯面 积垢

大引起的 ”

一起 ,、勺D {以变

值变 化 J, l 化 D Z

,

长
2、
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』
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!
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这个值反映纯粹的或理论的圆图斑面积变化时
,

边界线弯曲度的变化
。

我们又从实际图斑量算的 D 减去纯粹面积变化引起的边界线弯曲度变化因子值 D
, ,

便禧
到说明图斑面积不变时形状变化程度或边 界线扭折程度的因子值 D

: ,

即
:

D
: = D 一 D

工
( 8 )

凡是 D
:

值很小的一些图斑
,

如第 1 1
、

1 7
、

2 4
、

3 0
、

3 2 和 3 5号图斑
,

其图斑形状都比较简单
,

边界线旋 回折转程度较小
;
而 D

Z

值较高的一些图斑
,

如第 22
、

23
、

26
、

40
、

43 和 66 号 图

斑
,

其图斑形状都比较复杂
,

边界线旋回折转程度较大
。

我们把按公式 ( 5) 算出的图斑复杂性指数 C l 也列于表 1
。

C l也可说明图斑形状变化的复

杂性
。

但它不能说明形状相似或相同时单纯面积变化引起的图斑边界线弯曲程度的变化
。

( 二 ) 分数维的地学含义问题

1
.

一个地方土地资源图图斑总的分数维数的高低
,

反映出该地土壤和景观的复杂程度
。

总的分数维数高的地区
,

复杂程度高
。

该地所有图斑分数维数的平均值可作为该地土壤和景观

复杂性的一种量度
。

例如
,

本试验 区 D 的平均值为 1
.
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,

说明本区土壤和景观较为复杂
。

这

是一种最简单的估计
。

2
.

一个地方土壤和景观复杂程度的更精确估 计
,

可以对该 区所有图斑求分数维 D 对图斑

面积 A 或面积的对数 l g A 的回归方程和回归曲线来实现
。

由于在图斑为圆形的理想条件 下
,

图斑的分数维 D 与面积 A 的关系遵从关系式 ( 6 )
,

故可 以设想
,

任何一地实际图斑的分数维数

D 与面积 A 的回归方程也应具有如关系式 ( 6) 的形式
,

只是具体系数不同
,

即

D = a
1/ g A 十 b ( 9 )

由于形如式 ( 9) 的曲线是一条 D 值趋向于 b 的渐近线
,

故 b 可视为该 区最小 D 值的理论

极限估计
。

它应该总是大于 1
。

由于最简单的图形圆的 D 一馆A 关系式中 b = 1 〔式 ( 6 )〕 ,

故可

将一个地区 D一坛A 关系的回归估计值 b 与 1 相比较
。

b 值越大
,

该地的土壤和景观复杂程

度越高
。

对我们的试验区
,

可得到回归方程 ( 3 个 D值大于 2 的图斑未计在内 )
:

D = 0
.

5 8 5 6 3 / l g A + 1
.

4 0 2 2 ( r = 0
.

5 2 1* * , n = 8 2 ) ( 10 )

b = 1
.

4 0 2 2 ,

可作为本区土壤和景观复杂性的一种定量指标
。

若计算和比较了许多地区的 b 值
,

就可定量地评价它们土壤和景观复杂程度的大小
。

3
.

式 ( 9) 中的系数
a
可说明一个地区土壤和景观结构的内在特性

。

因为它可反映本地区

图斑的基本结构形式— 接近于某种基本几何图形
。

如平行岭谷区地貌图的基本图斑可接近

于某种平行四边形
,

三角洲河网图的基本图斑可接近于某种三角形
,

大规模平原垦区的田块

图可接近于某种矩形
,

等等
。

为了直观说明这一点
,

我们推导了某些基本几何图形的周长线的 D 值与其面 积 A 的关系

式
:

( 1 ) 圆
:

D 二 1
.

0 9 9 2 2 / l g A + 1 ; ( 2 ) 长短轴之比为 2 : 1 的 椭 圆
:

D = 1
.

1 7理8 5 / l g A + z ;

( 3 ) 正方形
:

D 二 1
.

2 0 4 2 2 / l g A + 1 ; ( 4 ) 长宽比为 2 : 1的矩形
:

D = 一 2 5 5 2 7 / l g A 十 1 ; ( 5 ) 正

三角形
:

D = 1
.

3 1 7 7 4 1/ g A 十 1 ; ( 6) 长短边之比为 :2 1
、

锐角为 45
“

的 平 行 四 边 形
:

D =

1
.

4 0 5 7 9 / lg A + 1
。

因为这些公式中 b 值都等于 1 ,

只有
a
值不同

,

故可认为只有
a
值反映基本几何图 形的

特性
。

亦即 a
值是反映一个地区图斑基本结构形式的指标

,

即反映该地区土壤和景观 内在特

性的指标
。

一个地区的图斑基本结构是该地区基本地理因素和过程 (包括成上因素和过程 )作

1 2 1



用的结果
。

如平行岭谷
、

三角洲
、

农垦条田等
,

都各有其决定因素和形成过程
。

故
“
位是说

明地理因素和过程的一个重要定量指标
。

式 ( 1 0 )中的
a
值为 0

.

5 8 5 6 3 ,

它并不与前述的几种基本几何图形的
a
值接近

。

这是因为其

b 值并不等于 1 的缘故
。

但如果我们将 ( 10 ) 式纳入 D =
a/ l g A 十 1 的基本结构式并使其 D

的平均值 1
.

6 1 6 9保持不变
,

那么就可得到本区 D一 l g A 关系的基本结构式
。

可以算得其
a
为

1
.

6 7 5 1 8
。

它接近于边长比为 :8 了 2 的平行四边形的 D ~ 艳A 关系式 ( 可以导出 ) D = 1
.

6 4 6 5 4

l/ g A 十 l 中的
a
值

。

这说明本区图斑的基本结构形式接近于窄长的平行四边形
。

这与本区 特

定的地理因素与过程造成的平行岭谷地貌及有关上壤
、

景观特性相一致
。

4
.

形如式 ( 7) 的回归方程的回归系数
r ,

是一个地区图斑形状和基本 结 构
,

也 是 土 壤

或景观外部形状和内部特性区内变异程度的反映
。 r

值越小
,

区内变异程度越大
。

本区的
r

二 0
.
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,

说明其区内变异较大
。

此 r
值的置信水平较高

,

方程是可信的
。

5
.

本区不同的
: l二地资源类型间的分数维数差别不明显

。

需进 一步研究
。

各小河的 D 值都

很高并接近于 2
。

这是可 以理解的
。

5
.

洛夫热瓦曾指出
,

细长弯曲图形的 D 应趋近于 2 〔3 〕 。

但

D 值比 2 略大是不合理的
。

R
.

阿诺德把这种情况归因于测量误差〔们
。

但是
,

也可能与 D 值

的 i }
`

算公式为近似 !fll’ 计有关
。
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