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土壤学中非线性数学模型

参数估计的探讨
’

汪极生 刘多森

(中国科学院南京土城研究所 南京 21加旧 8

摘 要

本文介绍了非线性数学模型参数估计的一般方法
,

运用实例说明将非线性模组化为线性模皿进行拟合所

得参数未必是最佳参数
,

并对含有陈函致的非线性棋型的参致估计提出了行之有效的处理方法
。

关健词 非线性模型 ;拟合 ;乡数估计;最优化

土壤科学中许多因素之间的关系可以用数学模型加以定量描述
。

随着研究的深人和各边

缘学科的兴起
,

土壤科学中越来越多的数学模型得到了发展和应用 [ ’ ] 。 这些模型或多或少带

有参数
,

模型的精确性和可靠性有时就取决于模型参数的准确与否
。

在模型给定后
,

借助实际

系统的观测数据寻求模型系统的参数就是所谓的参数估计向题
。

参数估计就是在系统的某些

特性 (如线性度 )已知
,

而动态方程的阶次和有关的系数值未知的情况下
,

通过调整参数的数值

使模型和观测数据得到最好的拟合z[]
。

参数估计是使模型系统和被其描述的实际系统实现

近似等价 (即相同的输人下
,

两个系统的输出近似相等 )的措施之一
。

为了判定近似等价的程

度
,

通常利用准则函数 s[] :

J =

方荟
iy 一
又)

,
( 1 ,

式中
,

父
,

夕
`
分别为实际系统因变量的观测值和模型系统因变量的计算值

,

i 为数据的编号
, n

为因变量观测数据的个数
。

同等条件下
,

J 值越小
,

效果越好
。

由于测量误差等原因的存在
,

即使所用的模型完全正确
,

数据之间也不表现为精确的确定

性关系而表现为一定程度的相关关系
。

故相关系统 R 常被用作判别拟合效果的依据〔4一 1
。

:R

厂于覃
(2)

式 ( 2) 中万 的上
、

下附标同式 ( 1 )
。

R 和 J 是相联系的
,

J 越小
,

R 越趋近于 1
。

且有
: O( R <

1
,

即 R 没有负值
。

非线性模型的参数估计问题属于最优化理论和估计理论的范畴
。

参数估计的方法有最小

二乘法
、

直接优化法和卡尔曼滤波法等
。

有一些已编成了计算机应用软件
。

下面讨论的是我

·
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们在实际研究工作中[卜
8〕所采用的方法和所遇到的向题

。

1将非线性模型化为线性模型后再用最小二乘法求解参数

一部分非线性模型 (特别是具有线性参数的非线性模型 )可以应用变量置换
、

取对数
、

级数

展开等方法化为线性模型
。

在此
,

我们仅以表达土壤重金属 P b 和土壤酶活性之间关系的非

线性模型 01[ 为例
。

y = A
e x p (份 ) ( 3 )

式中
, x
为土壤中 Pb 的含量

,

是 自变量 ; y 为脉酶的活性
,

是因变量 ; A 和 B 为参数
。

显然
,

式

( 3) 可以通过取对数化为
:

l勺 = InA
+

xB ( 4 )

如将肠y 视为因变量
,

nI A 视为参数
a ,

则式

( 4) 可用直线方程来拟合
,

其程序已固化在计

算器里
,

使用非常方便
。

求得
a ,

B 后
,

再将
a

转换成 A 即可
。

将非线性模型通过变量置换化为线性模

型再求得参数值
,

是经典的方法
。

但是我们应

当注意
:

因变量转换之后
,

所求得的参数与用

原模型所得结果已不尽一致
。

这是因为用转

换后的因变量拟合的最小离差平方和并不是

用原始因变量拟合的最小离差平方和
。

用非

线性方程 ( 3 ) (参数估计方法见第 2 节 )与用其

转换后的线性方程 ( 4) 分别拟合表 1 的数据
,

结果列于表 2
。

表 1 待处理数据 t91

土坡 P b含盈 x

(吨 / k g )

脉醉活性 y

(N H ,一 N 叫 /g )

3 4
.

2

3 4
.

1

3 4
.

3

2 9
.

7

3 4
.

0

3 1
.

9

2 9
.

8

2 5
.

2

2 9
.

7

2 5
.

3

2 5
.

4

0
.

2 4

0
.

8 2

0
.

7 1

1
.

5 0

0
.

7 3

1
.

4 5

1
.

6 7

4
.

60

2
.

3 0

4
.

5 8

3
.

40

表 2 式 (3 )和式 (4 )的拟合结果比较

模型 A 准则函数 J 相关系数 R 相关系数
r 艺 ( 1叭

一

ha ) 2

式 ( 3 )

式 ( 4 )

6 0 8
.

56 6

12 6 0
.

5 5

一 0
.

1 96 4 5 6

一 0
.

2 23 0 8 4

1
.

4 5 54 5

1
.

7 46 0 1

0
.

9 6 9 1

0
.

9 6 28 一 0
.

9 17 2

1
.

4 62 0 1

1
.

2 94 9 5

注
: 1

.

式( 4) 的 R 值由直线拟合得到的 A
,

B 代人式 ( 3) 算得夕
.

再由式(2 )求出
。

2
.

r
为式(4 )直线方程的因变t nI y 与自变t x 拟合得到的相关系致

。

从表 2 看出
:

使用 y 对于 x 的非线性方程 ( 3) 以直接寻优的方法得到的参数
,

明显不同于

用线性方程 ( 4) 所得参数
,

它们可使 J 更小
,

而 R 更大
。

这种差别在因变量的值跨度较大时更

为突出
。

当然
,

就 nI y `
与吩

`
之差的平方和而言

,

虽然由线性方程 ( 4) 所得者更小些
,

但我们

真正关心的实际上不是转换后的因变量 场y ` 与 1n夕
`
之差的平方和

,

而是原始因变量 从 与又

之差的平方和即准则函数了
。

所以
,

从非线性方程直接寻优可获得更好的参数值
。
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2用直接寻优方法获取参数

有许多非线性模型可以用这样或那样的

方法化为线性模型
,

再通过线性回归来获取参

数
。

但也有些 (具有非线性参数的 )非线性模

型不能或不适合化为线性模型
。

为此
,

许多最

优化方法 [`” 〕被用来直接寻找非线性模型的最

优参数
。

这时即成为多维空间 (多参数 )求了

的极小值问题
,

或求 R 的极大值问题
。

.

当 J

为严格的凸函数时〔’ “ 〕
,

唯一的极小值点为最

小值点
。

求极小值问题可以通过乘以 一 1 化

为求极大值向题
。

当极值点不止一个时
,

就要

从多个极值点中找出最小 (大 )值点
。

我们在

研究工作中用单纯形法编制了参数寻优的程

序
。

运行该程序
,

曾为具有 2一 4 个参数的非

线性模型 (有的含有隐函数 s)[ 一“ 1找到了最佳

拟合结果
。

其源程序流程图如图 1
。

对于因变量具有隐函数的模型
,

由于不能

直接从自变量和参数的值求出因变量的值
,

以

致用上述算法会遇到困难
。

于是
,

我们利用一

维寻优的思想
,

根据自变量的值
,

求解因变量

的 逼近值
。

在计算R 前
,

嵌人这样一段寻求

计计计计计计计算模型拟合合
调调整参参参 的相关系数尸尸

数数寻优优优优优优优优优优

的的步长长

和和方向向

图 1 单纯形算法参数寻优的程序流程

带有隐函数的因变量的值的程序
,

就可以用一般的非线性模型参数的拟合程序来进行含有隐

函数的模型的参数寻优了
。

3 讨论

以上介绍的参数估计方法
,

不仅适用于土壤学领域
,

而且对于任何确定性的数学模型都行

之有效
。

在实际的参数寻优中
,

我们还应注意以下向题
。

3
.

1 参数寻优时的初值赋予

在多个参数的寻优计算中
,

初值的赋予相当重要
,

初值选择不当时不会得到正确的结果
。

数学模型中的机理模型的参数是具有一定物理意义的
。

其中有些参数可以测定或者推算 (而

非拟合 )出来
。

因此所选的初值必须符合该参数的物理意义
。

否则
,

仅以相关系数最大为唯一

判别标准
,

有可能得到的只是一个经验公式 (回归方程 )
,

而非机理模型
。

多参数条件下的 R

极大值不一定是唯一的
,

局部的极大值未必是整体上的最大值
。

欲求得 R 最大值
,

往往需要

从诸参数的多组初值点出发
,

从所有结果中选取
。

有时候
,

最大值的获得还和操作者的经验有

关
。

3
.

2 参数寻优时的模型选择

一般来说
,

参数估计是在模型确定之后
。

但有时在估计参数时还要考虑采用什么样的模
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型
。

因为同样的实验数据可以用不同的模型拟合
,

所得拟合结果也不尽相同
。

机理正确的模

型可能由于过程噪声和观测噪声的干扰而拟合不佳
。

若是想得到一个经验公式
,

当然选取相

关系数最大的模型 (包括参数 ) ;若是建立一个机理模型
,

相关系数即使不是最大
,

但已达到较

高的显著水平
,

仍应考虑接受
。

3
.

3 数据的数里和分布的要求

关于参数估计的数据数量的要求
,

原则上有效数据越多越好
。

但是在一定的实验条件下
,

所得到的实验数据总是有限的
,

并且当数据的个数超过一定数量时
,

再增加数据对提高数据的

统计意义并不大
。

一般地说
,

当数据的准确度较高时
,

数据可以少一些 ;反之
,

数据则要求多一

些
。

此外
,

实验数据应在曲线的各段都有分布
。

在曲线的斜率变化较大的线段
,

数据点不宜稀

疏
,

以便较好地反映曲线的特征
。
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